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Resumo: Gerbes com conex6es vem mostrando um papel relevante em
matematica e fisica, nesse artigo procuramos definir gerbes e mostrar sua relagao
com a cohomologia de Cech de grau 2. Além disso, definimos conexdes em gerbes
e mostramos alguns exemplos concretos.

1 introducao

Originalmente gerbes foram introduzidos como certos feixes de grupoides por
Giraud, [4], e sua popularizagdo em geometria veio através de Hitchin, [1], e
Brylinski, [3]. A definigdo que usaremos aqui para gerbes foi introduzida por
Murray, [7], que estava procurando uma maneira de geometria diferencial para
descrever classes em H3(M,Z). Desde entdo, a teoria de gerbes vem sido de-
senvolvida, e varias aplicagoes de gerbes foram encontradas em matematica e
fisica.

A relevancia de gerbes incluem os seguintes resultados: gerbes sdao modelos
geométricos para twists da K-teoria, descrevem os B-campos e D-branas em teo-
ria de cordas, e desempenham um importante papel em T-dualidade topolégica.
Gerbes com conexoes descrevem varias anomalias em teoria quantica de cam-
pos. Além disso, gerbes com conexoes em uma variedade M correspondem a
certos fibrados de linhas com conexoes no espaco de loops livres LM, e eles dao
origem a teorias de campo de tipo bordismo suave em M. Gerbes também vem
tendo importante papel na teoria de quantizagao geométrica.

Esse artigo esta estrutarado da seguinte forma: Na secao 2 é apresentado uma
breve revisao sobre a teoria de fibrados de linhas complexos e conexdes nos mes-
mos.

Na segao 3, apresentamos o conceito de gerbes, introduzido por Murray, e o
conceito de conexdes em gerbes. Por fim, na secao 4 sao apresentados alguns
exemplos de gerbes com conexoes.

2 Fibrado de Linhas

Nessa segao iremos relembrar alguns fatos sobre fibrados de linhas complexos.
Seja M uma variedade suave conexa e Z = {U;/i € J} uma cobertura aberta
para M tal que toda interse¢ao nao vazia U, .. ;, = U;; N...NU;, é contratil.



Um fibrado de linhas complexo L em M pode ser descrito essencialmente de
duas formas

e Como um fibrado vetorial complexo de posto 1
e Como um conjunto de fungodes de transigao g;; : U;; — U(1)

Note que na segunda forma pensamos o fibrado de linhas como fungoes de
transicao de um U(1)—fibrado principal. Lembrando que g;; satisfaz g;; = gigl
e a condicao de cociclo de Cech 0g;j1 = gijgjrgri = 1 em Uyji. Dois conjuntos
de fungoes de transicao g;; e ggj definem fibrados de linhas equivalentes se, e
somente se, existem fungoes h; : U; — U(1) tal que gz’-qu;j1 = h;lhj. Nesse
caso dizemos que g;; e ggj sao cohomologos e 6h;; = h, 1hj é o cobordo que eles
diferem. De fato, classes de equivaléncia de fibrados de linhas correspondem

bijetivamente a classes de cohomologia do primeiro grupo de cohomologia de
Cech HY(M,U(1))

2.1 Conexao no fibrado de linhas

Similarmente nds usamos duas maneiras equivalentes de descrever uma conexao
em L: Como uma derivada covariante V : T'(M, L) — Q'(M,C) ou como um
conjunto de 1-formas locais A; € Q' (U;). Para cada i a forma A; é o pull-back
da 1-forma de conexdo associada a V via a segao local o; : U; — p~+(U;) C L.
Lembrando que os A; satisfazem a regra

Dois fibrados de linhas g;; e g;;, com conexdes A; e A} respectivamente, sao
equivalentes exatamente quando g;; e ggj definem fibrados equivalentes como
acima e

iA, = iA; +d log h;
Dado um fibrado de linhas, g;;, com conexao A;, nos podemos definir sua 2-

forma de curvatura F' € Q?(M) por F |y,= d A;. Lembrando que gﬂ ¢é chamada
classe de Chern do fibrado de linhas e é invariante pela escolha de conexao.

s

3 Gerbes

Assim como no caso do fibrado de linhas podemos definir um gerbe de duas
maneiras equivalentes.

Definigao:Um gerbe é dado por um conjunto de fibrados de linhas de transi¢ao
A;; em U;; junto com uma se¢ao nao nula (também chamada de trivializacao)
ik € T'(Uijk, Aiji) do fibrado produto tensorial A;;, = Aj;AjrAg;. Os fibrados
de linha de transigao devem satisfazer A;; = A;jl, onde a inversa é com respeito
ao produto tensorial, e a condicao de cociclo



onde o ultimo fibrado de linhas é o fibrado trivial sobre Ujji. As trivializagoes

devem satisfazer Oy(;)s(j)s(k) = HEJ(Z), para qualquer permutacido s € Sz, onde

€(s) é o sinal de s, e a condigao de cociclo

6011 = ejklegk}eijle;j}c =1

Observagao:Para entender a ultima equagao deve-se notar que em Uj;y; o pro-
duto tensorial de todos os fibrados de linhas envolvidos é identificado com o
fibrado de linhas trivial, é claro médulo os isomorfismos fixos Aj; = A;jl e

AijAfjl = 1, e o isomorfismo candnico que reordena os fatores no produto ten-
sorial. Isso é verdade porque todo fibrado de linhas aparece duas vezes no
produto com sinal trocado. A tltima equagao significa que o produto das se¢bes
tem que ser igual, modulo os isomorfismos acima, & secao canodnica no fibrado
de linhas trivial sobre Uj;i; (isto é, aquela que associa para cada x € Ujjp 0
ponto (z,1) € Usji x U(1)).

Dois gerbes sao ditos equivalentes se para cada ¢ € J existe um fibrado de
linhas L; em U;, tal que para cada i,j € J nés temos isomorfismos de fibrados

mgj - Lj — A;JAl_Jl X Ll

tais que
/ —1 .
My O Myjk © Mg = Hijk%.k ® id

em Ujji. Chamaremos (L;, m;;) de um objeto.

3.1 Relacdo com a cohomologia de Cech

Para relacionar a definicao de gerbe feita anteriormente com a cohomologia de
Cech, temos que lembrar que todas as nossa intersegoes Uy, ..;, = U;; N...NUj,
sao contrateis, entdo todos os fibrados de linhas acima sao necessariamente
equivalentes aos fibrados de linhas triviais. Isso significa que podemos escolher
uma se¢do nao nula o;; em A;; para cada 4, j € J. Com respeito a essas segoes
nds agora temos 6;jr = gijr0ijk, onde nés temos o5, = 0;;0;,0%; no produto
tensorial dos fibrados de linhas. Pela definicao feita anteriormente, podemos ver
que ¢ define um 2-cociclo de Cech, isto é, para todo i, j, k,l € J nés temos

8kt = GikiGip 9igidin = 1

em U,jr;. Dados dois gerbes equivalentes ( ;j, ;jk)» (Aij,0:5%) e um objeto
(L;, m;;) para A;in_jl, nos podemos também escolher uma secdo nao nula o;
em L; para cada i € J. Isso nos fornece duas se¢des nao nulas em A;in_jl ®Lj:
Ugjaiglaj e m;; o 0;. Para cada ¢,j € J nos podemos pegar o quociente dessas
secoes que nos define uma funcéo h;; : U;; — U(1) tal que para cada i,j,k € J
nos temos

9iiu9isn = Ohije = hyxhy hi



em Uj;i. Portanto, toda classe de equivaléncia de gerbes induz uma classe
de cohomologia de Cech de grau 2, H?(M,U(1)). Hitchin, em [1], mostrou
que a reciproca ¢é verdadeira, concluindo que classes de equivaléncia de gerbes
correspondem bijetivamente a elementos na cohomologia de Cech de grau 2.

4 Conexoes em gerbes

Conexoes em gerbes sao definidas por dois conjuntos denominados aqui por 0-
conexoes e 1-conexoes.

Definigao: Seja 4 um gerbe dado por um conjunto de fibrados de linhas
de transigao A;; e trivializagoes 6;;,. Uma 0-conexdo em ¢ consiste de uma
derivada covariante V;; em A;; para cada ¢,j € J tal que para cada i, j,k € J

Vijkbijk =0
em ka
Observagao: Aqui Vi € a derivada covariante no produto tensorial dos cor-

respondentes fibrados de linhas induzida pelas derivadas covariantes nesse fibra-
dos.

Dados dois fibrado de linhas, L e L', com conexoes, V e V' respectivamente,
denotamos a conexao induzida em L ® L' por V + V', que é definida por

(V+VYowo =Vowo +oeVd

para quaisquer se¢bes o de L e ¢/ de L’. Também pedimos que V;; +V;; =0
para todo ¢,5 € J.

Observagao: Uma defini¢ao alternativa para uma 0-conexao é obtida pegando
o pull-back de uma 1-forma de conexao associada a V;; via 0;; para cada,j € J.

Também podemos definir uma 0-conexao considerando ¢ como sendo corre-
spondente a um 2-cociclo g;;i e escolhendo um logaritmo de g,

Defini¢ao:Uma 0-conexao é definida por um conjunto de 1-formas A;; €
QY(U;;) tal que
Z(AU + Ajk + Ak,) = —d lOg Gijk

E claro nés assumimos que A;; = —A;;.

Definigao:Uma 1-conexdo em ¥ é definida por um conjunto de 2-formas
locais F; € Q2(U;) tal que

Fy = Fi = 03;K(Vij)
onde K(V;;) denota a curvatura de V;;. Alternativamente nds temos

Fj — Fl = dAU



Podemos denotar dA;; por Fj;.

Observagao: Uma 0-conexao e uma 1-conexio em ¢ juntas forma o que se
chama conexéao do gerbe, denotada <.

Proposicao:Todo gerbe (expresso sobre alguma cobertura aberta I) possui
uma 0-conexao (expressa na mesma cobertura).

Prova:Denotaremos por @77 o feixe de g-formas complexas suaves em M.
Portanto, é suficiente observar que o feixe &' é "soft”.
Para expandir: escolha uma conexao arbitraria V;; para cada fibrado A;;. Entao
em Ujj;, nds encontramos
Vo=n®0

para algum 7 € C?(M;.o/') com respeito a cobertura I.

Além disso, dn = 0. Isso poruge nas intersegdes Ujji; por definicao 06 é igual
a secdo canonica can; mas a conexao induzida 62V é necessiariamente zero em
can, além disso (6V)6 = 0 nas intersecoes Uj;,. (Pode-se ver isso pegando bases
locais, por exemplo.)

Agora escolha uma particdo da unidade real suave p subordinada a I. Isso nos
fornece 1 como um cobordo

= pemigr = 6 =n
k
oferecendo—nos assim
Vi=V-(= V=0

como uma, 0-conexao na cobertura dada. [J

Proposigao: 1-conexoes existem para quaisquer 0-conexoes, na cobertura

dada.

Prova: Assim como para 0-conextes uma particao da unidade é suficiente.
O

De uma maneira natural uma conex@o em ¥, </, nos fornece uma nocao
de curvatura de &/ como sendo uma 3-forma, G € Q3(M) que é definida por
G |yi= dF;.

Observagao: Brylinski mostrou, em [3], que assim como para os fibrados
de linhas a classe de cohomologia da curvatura, [G], ndo depende da escolha das
0- e 1-conexoes, e que qualquer 3-forma fechada G em M é uma curvatura para

¢ se, e somente se , % é a imagem de uma classe em H3(M,Z). A classe de
cohomologia % é chamada classe de Dixmier-Doudy do gerbe.



Dizemos que dois gerbes, ¥ e ¢’, com conexoes, e /', respectivamente,
sao equivalentes quando ¥ e ¥’ sao equivalentes como gerbes e & e¢ &/’ sdo
equivalentes como na definicao a seguir.

Definicao: Seja (L;,m;;) um objeto para a equivaléncia de ¢4 e ¢’ e seja
hi; a cocadeia de Cech correspondente a esse objeto. Entao, o/ e o/’ sao equiv-
alentes se para todo 7, j € J existe uma conexao V; em L; tal que m;; mapeia

Vj — V;j —Vij + V;

e tal que

Observagao: Equivalentemente isso significa que para todo i € J existe
uma 1-forma A4; € QY(U;) tal que

iA;j =i(A;; + A; — A;) —d log hy;

em Us; e
F/=F,+dA;

em U;.

5 Exemplos

Exemplo 1: Seja G um grupo de Liee 1 — U(1l) — G — G — 1 uma ex-
tensao central. Como se sabe, qualquer extensao central admite uma cisao. Isso
significa que 7 : G — G é um U(1)—fibrado principal localmente trivial. Dado
um G—fibrado principal sobre M, denotado por P, na forma de suas fungoes
de transicao g;; : U;; — G, nés podemos levantar essas funcoes de transicao
obtendo §;; : U;; — G (assumindo que a imagem de g;; é suficientemente pe-
quena para que a extensao central possa ser trivializada sobre ela). Em geral
§i; ndo definem um cociclo, mas m(8g;jx) = d¢;j5 = 1 é claro, portanto nés
temos 0§,k : Usji — kerm = U(1). De fato §§;;, define um gerbe, pois 52 =0
sempre. Assim a obstrugdo para levantar P para um G—fibrado principal define
um gerbe.

Exemplo2: Seja S2 C R* a esfera tridimensional e pegue N = S3 —
{(0,0,0,1)} e S = S* — {(0,0,0,—1)}. A intersecio N NS é homotopicamente
equivalente a S2. Portanto, classes de equivaléncia de fibrados de linhas em
N N S sao determinadas por classes de cohomologia em H?(S?,Z) = Z. Como
nio existe intersecio de 3 elementos, qualquer fibrado de linhas em S? define
um gerbe em S3. Seja Ayg tal fibrado de linhas. Qualquer conexdo Ayg em
Apng define uma 0-conexao no gerbe. Uma 1-conexao tambem é facil de obter,
pois a 2-forma de curvatura de Ayg, que denotaremos por Fyg pode sempre



ser extendida para S, pois S é contratil, e portanto podemos definir Fg como
sendo essa extensdo de Fiyg e definindo Fy como zero.

Exemplo 3: Aqui consideraremos a relacdo entre gerbes e codimensao 3.
Escolha uma colecdo finita de pontos disjuntos p; € X3 : i € I em alguma
3-variedade real X? (orientada). Escolha uma cobertura da forma Uy := X —
U,er{pi} e U; :=bolas abertas como vizinhancga de p;; tal que todos U;, U; sao
disjuntos: qualquer intersecao par a par parece uma bola perfurada em torno
de um dos pontos e nao ha intersegoes triplas.

Portanto, definimos um gerbe completamente colocando fibrados de linhas
em Up,;. ¢é razoalvel escolhé-los para serem (isomorfos a) o fibrado de linhas
monopolo padrao de grau 1 sobre a bola perfurada. Sem um meio de selecionar
fibrados particularees dentro dessas classes de isomorfismos, pelo menos fixamos
uma classe de equivaléncia de gerbes.

Dada uma escolha particular de fibrados, qualquer conexao em cada um
deles é suficiente para fixar uma 0-conexao no gerbe.

Isso obviamente se extende a ciclos integrais arbitrario

R:=n;p; € Co(X,Z)

em que, sobre um ponto ponderado, desejarfamos colocar fibrado de linhas A;g
de grau apropriado.

Proposicao:A classe de Chern ¢(¥) € H?(X;C) é o dual de Poincaré para

[R] € Ho(X;C)

Prova: Escolha uma 0-conexao. Esta possui 2-formas de curvatura F' em
cada bola perfurada, de grau igual a multiplicidade n;. Escolha uma particdo
da unidade: isso nos da uma 3-forma de curvatura suportada apenas nas bolas
perfuradas

Q=dpi N Fio

i s
-k dpi
(/52% 0/7:0'0)

~Yu

i#£0

em cada U; para i # 0. Mas agora

JEEDS

i#0

como desejado.]
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